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Avant-propos

Ce recueil d’exercices vient en complément du livre Calcul des ouvrages - résistance
des matériaux et calcul des structures! dont il illustre chaque chapitre. Les exercices
se veulent étre originaux, graduels dans leur difficulté et abondamment commentés,
I'objectif étant de favoriser I'acquisition puis la maitrise des concepts par le lecteur.
Quelques rappels de mathématiques, lorsque cela a été jugé nécessaire par les auteurs,
émaillent le discours ca et la. Les erreurs fréquentes et autres pieges ont été signalés et
déjousés.
Ce recueil aborde les sujets suivants :

1. la mécanique générale utile a I'’analyse de structures : torseurs et cinématique;

2. lastatique des structures sous ’hypotheése des petites perturbations par approche
vectorielle et 'approche scalaire;

. la théorie des poutres;

. le cisaillement de flexion;

. le cisaillement de torsion de Saint-Venant;
. le principe des puissances virtuelles;

. laméthode des forces;

. laméthode des déplacements;

© 0 N O Gk W

. la stabilité des structures élastiques;
10. les problemes de synthese aux thématiques mixtes.

Chaque chapitre est introduit par un résumé de cours rappelant les notions essentielles
utiles a la résolution des exercices qui suivent.

Logiciels

Dans les exercices qui suivent, il sera fait mention de 'utilisation de logiciels utilisés a
des fins de contrdle, d’enrichissement et d’illustration des solutions analytiques. 11
s’agit de:

1. Erick Ringot, Calcul des ouvrages : résistance des matériaux et fondements du calcul des structures, 512
pages, Eyrolles, 2017 (ISBN 978-2-212-67370-8), également disponible au format numérique.
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[ logiciel | statut

description | site

logiciel de calcul de
structure simple et
pédagogique développé
par Philippe Lawrence,
ingénieur INSA et agrégé
de génie civil. Lutilisation
de ce programme est
présentée dans le livre de
cours cité plus haut
(section ).

pyBar freeware http://pybar.fr/

http://www.nt4e.com/

CSB commercial | voir la section ci-apres.

«mailleur » Open source
utilisé pour la modélisation http://Gmsh.info/
Gmsh open source | des sections calculées par A gmsh

le module CSection de
CSB.

Nous aurons également recours a un tableur électronique pour résoudre des systemes
linéaires, tracer des champs de sollicitations ou de contraintes, rechercher des valeurs
propres. De facon exceptionnelle, un peu de code en langage C sera proposé pour le
calcul d’intégrales de Mohr sur des arcs (exercice 7.4).

Introduction a CSB
Présentation

Le logiciel CSB (Cross Section & Beam analysis) est une suite logicielle permettant le
calcul des poutres de section homogene ou hétérogene (composite). Concu et déve-
loppé par le Professeur Rached El Fatmi de I'Ecole Nationale des Ingénieurs de Tunis,
CSB s’adresse a I'ingénieur; il constitue un tandem de deux outils numériques com-
plémentaires : CSection et CBeam qui, pour un probleme de poutre donné, s’articule
comime suit :
— CSection calcule les caractéristiques de la section droite, compte tenu de sa
forme et du (des) matériau(x) qui la compose(nt);
— CBeam utilise ces caractéristiques de section pour assurer le calcul de la poutre :
— en statique : sous chargement mécanique ou thermique, pour fournir les
sollicitations, la déformée, ...etc;
— en dynamique : calcul des premieres fréquences et des modes associés;
— en stabilité : calcul du facteur d’amplification critique et caractérisation du
mode de bifurcation associé.
Les poutres traitées par CSB sont supposées droites et de section uniforme. Cependant
la section peut étre de forme et de constitution quelconque en termes de géométrie
et de matériau(x). La forme peut ainsi étre pleine ou cloisonnée, mince ou épaisse,
ouverte ou fermée, symétrique ou non. Quant aux matériaux, de nature isotrope ou
anisotrope, ils peuvent étre librement agencés dans la section.


http://pybar.fr/
http://www.nt4e.com/
http://Gmsh.info/
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Pour les besoin des applications de ce livre, le module CSection sera utilisé de facon
limitée aux sections isotropes.

CSection permet le calcul exact des caractéristiques de section; on entend par « exact »
le fait que ce programme met en ceuvre la théorie de poutre de Saint-Venant (TPSV)
qui constitue la référence absolue en tant que théorie de poutre se référant aux six
efforts intérieurs classiques (un effort normal, deux efforts tranchants, deux moments
de flexion et un moment de torsion) tels que classiquement enseignés dans les écoles
d’'ingénieurs (selon Bernoulli ou Timoshenko) . Le caractere « exact » vient de ce que
la TPSV s’affranchit des hypotheses classiques des poutres telles que le mouvement
rigide des sections ou I'hypothese des sections minces pour déterminer précisément
les distributions de cisaillement. Pour la TPSV, toutes les sections sont traitées de la
méme maniere et elles sont libres de se déformer dans leur plan (effets Poisson) et hors
de leur plan (gauchissement). Selon I'approche «ingénieur » de la théorie des poutres,
CSection établit la relation linéaire entre les 6 efforts intérieurs [S] et les déformations
associées [£]: [S]=[[K]].[&]. De cette relation, CSection déduit les caractéristiques de
section utiles a I'ingénieur.

Au dela de ces caractéristiques de section, CSection permet aussi d’obtenir, pour
toute combinaison des 6 efforts intérieurs, le champ des contraintes normales et
de cisaillement dans la section. Enfin, méme si cela ne constitue pas un résultat
nécessaire a l'ingénieur, CSection fournit aussi les effets Poisson et les gauchissements
de section que chacun des 6 efforts intérieurs engendre. Rappelons en effet que les
calculs menés par CSection ne présupposent pas I'indéformabilité du plan de section
droite contrairement aux hypotheses admises dans les théories communes.

Les calculs de CSection sont réalisés par application de la méthode des éléments finis
sur la section ce qui nécessite de définir sa géométrie et de la mailler en éléments
triangulaires. Cette étape est assurée par le générateur de maillage Gmsh (open source).

Aujourd’hui CSB trouve ses applications industrielles dans divers secteurs tels que
I'automobile, 'aéronautique, le génie civil, I'énergie renouvelable.

Bibliographie résumée de Rached El Fatmi sur la théorie des poutres composites

— Thermo-mechanical analysis of composite
beams, 2017, M. Lahmar, E Naccache, R. E.L.
Fatmi.

- «Arefined 1D beam theory built on 3D
Saint-Venant’s solution to compute
homogeneous and composite beams », 2016,
Journal of Mechanics of Materials and
Structures, R. El Fatmi.

— «Anovel tool for composite beam
computations », 2013, JEC Composites Prof. El Fatmi
Magazine, R. El Fatmi.

Pour une description exhaustive de CSB se référer au site Internet http://www.nt4e.
com/.
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Utilisation résumée de CSection

Dxf2Gmsh

T, s

Cross-Section
& Beam
analysis

FIGURE 1. Menu principal de CSB avec ces trois modules CMaterial, CSec-
tion et CBeam. Dans le cadre de ce livre, le module CSection est utilisé
en prenant des sections homogenes et un matériau isotrope homogene.
Plusieurs exercices du chapitre « théorie des poutres » illustreront le module
CBeam.

Fonctionnalités

Selon I'approche «ingénieur » de la théorie des poutres, CSection établit la relation
linéaire entre les 6 contraintes généralisées ? et les déformations associées :

[S1=[[K]]-[e]

La matrice de comportement [[K']] est exprimée dans le systeme d’axes naturel de
I'utilisateur qui peut différer du systeme d’axes principaux. C’est une des raisons pour
lesquelles la matrice 6 x 6 est « complete » (non-diagonale).

Une des fonctions de CSection est ainsi la détermination de la matrice de comporte-
ment qui peut ensuite étre traduite en termes de caractéristiques :
— aire de section droite,
— inerties quadratiques,
— sections réduites,
— inertie de torsion.
CSection permet aussi la localisation des points singuliers de la section :
— centre d’inertie,
— centre de torsion,
— orientation des axes d’inertie.
Les contraintes généralisées étant données, CSection peut également établir :
— le champ des contraintes normales et de cisaillement,
— les variations dimensionnelles dues a I'effet Poisson,
— les effets de gauchissement.

2. On parle de «sollicitations » lorsque les contraintes généralisées sont projetées dans le systeme d’axes
principal d’inertie.
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Etapes de calcul

1. Définir la géométrie d'une section. Pour cela, on utilise le mailleur externe
Gmsh 3. Il suffit d’écrire un script de description, de I'enregistrer (fichier d’ex-
tension .geo) puis de générer le maillage (fichier d’extension .msh) formé d’élé-
ments triangulaires;

2. Définir un matériau grace au module CMaterial a moins que celui-ci ne figure
déja au catalogue fourni avec le logiciel;

3. Importer le maillage dans CSection par la commande « Import mesh » du menu
CSFile et définir un bloc composé d'un seul sous-domaine pour une section
homogene;

4. Sélectionner le matériau de son choix dans la bibliotheque par la commande
«open materials data » puis « select material » et 'associer au sous-domaine *;

5. CSB offre la possibilité de définir des « charges de distorsion » pour observer
I'influence de lamodalité d’application des forces exercées sur les profils minces.
Nous n’emploierons pas cette option ici;

6. Enregistrer les données ainsi créées par la commande « Save » du menu CSFile;

7. Finalement « résoudre » la section par un simple clic de sorte a obtenir toutes
les caractéristiques mécaniques de la section.

Adaptation des conventions et notations

CSB est basé sur la convention nord-américaine pour la désignation des axes de la
poutres (figure 2). Ainsi :

convention convention
de ce livre CSB
— —
X +z
— —
Yy ty
— —
z —X

CBeam

A partir d'une section droite générée par Gmsh et caractérisée par CSection, CBeam
permet la génération d’'une poutre droite par extrusion (figure 3). On peut ensuite
charger la poutre de facon ponctuelle, linéique et/ou surfacique en précisant les
régions du contour qui sont exposées aux efforts. Naturellement, les conditions d’appui
sont totalement paramétrables.

CBeam permet les calculs de la poutre (sollicitations, déplacements, déformations et
contraintes) selon deux modeles :

3. Gmsh est un logiciel Open Source sous licence GPL utilisé pour le maillage bi ou tridimensionnel
de problemes de physique préalablement a leur traitement par la méthode des éléments finis — voir le site
http://Gmsh.info/.

4. Pour les besoins académiques de cet ouvrage, nous avons créé un matériau de module de Young
unitaire E = 1, de coefficient de Poisson nul et, donc, de module de cisaillement G = 0.5. Ce matériau est
systématiquement utilisé dans les illustrations CSection des chapitres 4 et 5.


http://Gmsh.info/
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(b)

FIGURE 2. Systeme d’axes : (a) celui de ce livre d'exercices et (b) celui utilisé

par le logiciel CSB.

1. SVBT : modele de Saint-Venant natif;

2. RBT : modele « Refined Beam Theory ». Ce dernier €élargit le champ des pos-
sibles et des résultats grace a la prise en compte de modes cinématiques riches
dépendants de la forme de la section. On peut ainsi bloquer les déformations
transversales dues a I'effet de Poisson et méme bloquer les gauchissements. Le
champ de contraintes au niveau des appuis est donc beaucoup plus réaliste.
Qui plus est, on récupere également les composantes de contraintes hors plan
de section droite 0, 0, 0, que gomme la théorie native.

CBeam  File Windows

Edit-Result  Help

Results

4

(svBT) | Solve(RET)
3D-Stresses |
40
2 3D-Displacements ; | [Sxz](Syz|[Szz
0 Displacement © Z-Curve ns |
SField
20 ampl. @ S-Fiel Z-coor.
:
0 ks s | |
0 Beam(z)
discr.| 0.1 d(S
nd Z
1 0 -
2 102564 |
3 205128
‘2 st )
‘Other Data
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0 40 20 gavity| 0 0 0 Omega/(O) 0|
Loading and Co
Ponctual Force | Valid. ][ Show ] ¢ o Valid. || Show | Forcelarea [ valid. ][__Show | pi Valid. ][ Show
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FIGURE 3. Page de saisie du module CBeam illustrant la possibilité de
charger la surface d’'une poutre par des forces ponctuelles, linéiques ou

surfaciques.




Chapitre 1

Exercices de mécanique générale

1.1 Lessentiel

Torseurs Un torseur {7} est formé d'une paire de champs vectoriels {T,W} p tels
que:
1. Le champ 7 est uniforme sur I'espace affine (il est indépendant du point
P €R3); 7 est appelé « résultante » du torseur {7}.

2. Le champ 2 vérifie la propriété de transport du moment : YP,Q e R® 7 (Q) =

— - = — . .
m (P)+QP A r’; m (P)estappelé « moment » du torseur {7} au point P. Le
moment en P est aussi plus simplement noté 7 p :

— larésultante 7 constitue un «invariant » du torseur {7} : elle ne dépend pas
du point du plan affine ot elle est évaluée;
— larésultante 7 et le moment 777 p sont appelés « éléments de réduction » du

torseur {7} au point P :
-
(7= { o }P

En mécanique, il est fait usage de différents torseurs parmi lesquels : le torseur ciné-
matique caractérisant le champ de vitesse dans un solide indéformable, le torseur des
forces, le torseur cinétique, le torseur dynamique.

Equiprojectivité La projection du moment 772 sur la droite (Ipq) passant par P et

Q est égale a la projection du moment WQ sur la méme droite. C’est le théoreme
d’équiprojectivité du champ de moment d'un torseur :

Inversement, tout champ de vecteur équiprojectif est le champ de moment d’'un
torseur.

Axe central et moment central Laxe central d'un torseur est la droite (A) de R3 ot le
moment 177 p est colinéaire a 7. (A) = {P eR3/ ﬁ)p = /17)}. Laxe central est orienté

-
par le vecteur résultante (si 7 # 0 ). Le facteur A est uniforme le long de I'axe central;
il est appelé « pas du torseur ». Si on pose .o/ =mp - 7 I'automoment — invariant — du

torseur, alors on montre que :
o

r2
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Torseurs particuliers
— Un couple est un torseur de résultante nulle.
— Un glisseur est un torseur de moment central nul.

Action-réaction Que ce soit en statique comme en dynamique, le torseur des forces
de contact qu’exerce un solide (S;) sur un solide (S,) est opposé au torseur des forces
de contact qu’exerce le solide (S,) sur le solide (S;).

{(Zoi}=—{710}

Torseur cinématique - épure cinématique Le champ de vitesse instantané d'un solide
indéformable (S) dans un repéere {R,} constitue le champ de moment d’un torseur
appelé torseur cinématique {6} ayant le vecteur vitesse de rotation pour résultante.
Les éléments de réduction du torseur cinématique en un point A :

—
__ | résultante = vecteur vitesse de rotation = ()
{6}a= . . £ 7
moment = vecteur vitesse instantanée = V , |} ,

Sous I'hypothese des petites perturbations (HPP), on admet que le champ des petits
déplacements d’'un solide indéformable a partir d'une position instantanée donnée
constitue également un torseur cinématique appelé torseur cinématique des petits
déplacements.

Dans le cas des mouvements plans des solides indéformables, on introduit la construc-
tion graphique dite « transformation cinématique » suivante :
1. Partant du plan de situation R? d’axes x (axe « horizontal ») et y (axe «vertical »)
dans lequel s’inscrit le mécanisme et les solides qui le composent.

2. On définit le plan cinématique P d’axes u (vitesse « horizontale» // a x) et v
(vitesse «verticale » // & y) dans lequel s'inscrivent les points images de R? par
la transformation cinématique décrite au point suivant. Le centre o du repere
cinématique constitue 'image de I'ensemble des points de vitesse nulle.

3. La transformation cinématique 6 est une transformation de R? vers P qui, a
tout point P(x,y) de I'espace réel R?, associe le point p du plan cinématique

telqueﬁzvp:
¢ :PeR:— pePlop="Vp

4. Pour tout couple de points A et B appartenant au méme solide indéformable,
la propriété mécanique d’équiprojectivité du torseur cinématique se traduit
par une propriété géométrique dans le plan cinématique :

— — — — o —_— —
Vi,-AB=Vz-AB=>AB-ab=0 =  ABlab

Cette transformation permet la construction de I'épure cinématique d'un solide, mais
plus souvent d'un ensemble de solides formant un mécanisme.

Il est souvent utile de procéder a la détermination de la vitesse de rotation d'un solide
partant de la vitesse de deux points. La relation entre les vitesses de deux points du
méme solide plan est :
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FIGURE 1.1. (a) Plan réel dit «de situation » et (b) plan cinématique.

Limage d'un point P du solide (S) est le point p tel que op = Vp’. Léqui-
projectivité du champ de vitesse entre les points A et B se traduit par
l'orthogonalité des droites (AB) et (ab).

soit
Up—Uy=—0 (J’B —J’A)
Up —Up =+ (xg —X,)

Il'y a donc deux fagons de calculer la vitesse de rotation :

A A
cl)z—A—;,Ay#O ou d)=+A—Z,Ax7é0 (1.1.1)

A . ) . . . - .
Comoment, puissance La puissance d’une distribution de forces { f } agissant sur

un solide (X) quelconque animé d'un champ de vitesse instantané {7} s’exprime

par:
9=/7-7d2
(x)

Dans le cas particulier d'un solide indéformable, la relation précédente peut étre
remplacée par le « comoment » du torseur de force et du torseur cinématique :

7 )
P = (T} e (€)= > < SV, R+a-M,
M, v,

C’est un invariant. Si le torseur de force est un glisseur passant par A, 'expression de

2 se simplifieen :

—
c@szR
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1.2 Double produit vectoriel

LMol | Difficulté =1

— Manipulation de produits vectoriels en coordonnées cartésiennes.
— Double produit vectoriel.
— Formule de Gibbs.

1.2.1 Enoncé

Démontrer la relation suivante (formule de Gibbs) :

(TAT)IT=(T )7 (7 )T 1.2.1)

Déduire une expression alternative a :

WAV AW) (1.2.2)

1.2.2 Solution

1N ~ —_ —_ » . s .
On considere le plan (IT) formé par les deux vecteurs u et v supposés non colinéaires.
PR RS 4 —_—
On considere la base orthogonale normée { X,y } telle que :
— — —

— —
u=ux et vzvxx+vyy

La normale unitaire au plan (IT) est :

— = —
=X

z Ay

— — — . P . - .
de sorte que la base { xX,y,z } soit orthonormée directe. Le vecteur w se projette
sur ce systeme d’axes en :

— — — —
W=w, X +w,y+w,z

Calculons la premiére expression de I'égalité a démontrer :

(RAT)AT =[uF AT +0, TN T+ w0, 7+ w0, 7)

soit
(WAV)ANW =[uv, Z AN w, % +w, Y +w,Z)

et encore
(7/\7)/\W=uvywz?—uvywy? (1.2.3)

Calculons la seconde expression :
(@) (7 @)@ =[u7 (0, T +w, T +w. )| (0 T +v,7)
— — — — — —
—[ Uy X +1/yy)-(wJc Xtw,y+tw,z )]ux
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c’est-a-dire
— — —\— — — —

u - w) v —(v . w) u =uw,c(1/)C X +uv,y )—(vxwx+vywy)ux
En simplifiant :
v —(7-?)7=uwxvy7)—vywyu7 (1.2.4)
Les expressions 1.2.3 et 1.2.4 sont égales, ce qui démontre la relation initiale 1.2.1.
Pour exprimer 1.2.2, on remarquera que :

UNVAW)=—(VAW)AN T
et que donc
UNVAW)=—(V - W)W +(w- )V
Par conséquent :
TATAD)=(7- )7 (77T

1.3 Théoréeme de Lagrange
LiM15 | Difficulté = 1

— Produit scalaire et produit vectoriel.

1.3.1 Enoncé

Démontrer la relation due a Lagrange :
17 a7 | =2 |7 - (77 ) (13.1)
1.3.2 Solution

Soit ¢ I'angle que fait le vecteur 7’ par rapport
au vecteur « dans le plan (IT)= (u, v’). Alors le
s A ) P —
produit vectoriel u” A v est égal au vecteur w
perpendiculaire au plan IT et tel que :

WAV =|[W|||[V]singZ’ (1.3.2)

<L

g . . . . N
oll z estun vecteur unitaire perpendiculaire a IT.

U

Par ailleurs, le produit scalaire % - v’ est égal au
produit des modules des vecteur u et v’ multi-
plié par le cosinus de 'angle qu’ils forment entre
eux:

FIGURE 1.2. Vecteurs 1 et v formant le
plan (11) et leur produit vectoriel.

77 = |[7|||[ 7 cos 133
Procédons a la combinaison d’équations (1.3.2)% +(1.3.3)?, alors :
(@7 [sin g} +([7)|[7][cos o} = (@ AT+ (@7
Et donc:
177 = (@ A7)+ (7 7)

Ce qui démontre la formule de Lagrange 1.3.1.
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