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Prefacio

Na sequéncia do volume I surge agora o volume II de Exercicios de Estatistica,
necessariamente mais virado para a Inferéncia Estatistica.

A Estatistica pretende fundamentalmente concluir sobre a populacdo ou
populagdes em estudo, em aspectos variados como sejam, a titulo de exemplo:

— determinagdo de estimativas (pontuais ou regionais) de pardmetros
desconhecidos;

— estabelecer relagdes de ordem entre pardmetros desconhecidos de duas ou
mais populagdes;

— fazer Previsdes para uma determinada variavel.

Este volume II tenta acompanhar tais designios.

Usando uma perspectiva tragada no volume I, estamos seguros de que pode ser
uma boa contribui¢do para o dominio desses aspectos.

Os autores






Capitulo 6

ESTIMACAO PONTUAL






Exercicio 1

Sabendo que certa populacdo tem distribuicdo Binomial, com pardmetro p
desconhecido, obtenha o estimador de madxima verosimilhanga de p, com base
numa amostra aleatéria de dimensao n, ( X, X2, ..., X;; ), dela obtida. Proceda a
andlise do estimador.

Resolucao:

Pode aplicar-se o método de méxima verosimilhanca dado tratar-se de uma
funcdo regular segundo Cramer-Rao (¢ duplamente diferencidvel e os limites de
variacdo nao dependem do pardmetro a estimar).

1. Obtengdo do estimador

X > fr(x) = (Z]px A= pf™ u=np: o =np-p)

L(p) = ﬁ (n)p""(l -p) =

ZX Z(n X;)

(1 - p)

Logaritmizando a fun¢do de verosimilhanca, tem-se:

n n! Z Xi Z (n—x;)
log[L (p)] = log| [[ ——— |+ log pi=! + log (1-p)=! =
i=1 i '(n 'xl)
n [ n! n n
= 2. log ] + Y xilogp+ D (n—x;)log(l—p) =
-1 Lx! (n — x;)! i=1 i=1

n [ n! n n
Y log — ']+inlogp+n210g(l—p)—inlog(l—p)
i L Xi* (”_xi)- i=1 i=1
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Derivando em ordem ao parametro,

dloglL () _ g, % 1,2 =1 ¢ -l
dp o l-p S ' 1-p

Igualando a zero, tem-se, apds eliminar denominadores,

n 2 n
A-p)Xx-np+pYx=0 o

=4

1

Xi—-pXxi—-np+pdrx=0 & Yx-np=0 &
=1 i=1 i=1 i=1

Xi

]

n
2 < -1
© -np=-Xx & p=t— o p=
i=1

(estimativa)

3
SRR

3 |

2. Andlise do estimador p =

i) Ndo enviesamento

Um estimador diz-se ndo enviesado ou centrado, desde que E[6] = 0. Conse-

quentemen‘[e,
n
X 2 Xi 1 "
E[P]=E[n]=E =l :2E[2Xi:|:
n n i=1
12 12 1
= XEX]=—5XYXnp=-—5nnp=p
n° =1 ne =1 n

Assim, pode dizer-se que 6 é um estimador ndo enviesado para p.
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ii) Coeréncia ou consisténcia

_ Y X . . Lo
Var[p] = Var[] = Var "12 = — Var Y Xi| = — Y Var [X;]
n n n i=1 noi=1
1 & 1-
=5 2np(l-p)=—nnp(l-p) p(zp)
n o= n
Sendo lim Var[p] = lim r=r) _,

X

n

Por ser ndo enviesado e por verificar a condicdo anterior, diz-se que é um

estimador coerente para p.

Exercicio 2

a) Obtenha, através do método de méaxima verosimilhanga, com base na
informagdo contida na amostra (4, 3, 0, 2, 1, 1), uma estimativa do
pardmetro desconhecido da distribui¢cdo Poisson.

b) Dessa populagéio extraiu-se uma amostra aleatéria (X, Xp, ..., X5).
Escolha, entre os dois estimadores seguintes, o mais adequado para estimar
a média (u ) da populacdo. Justifique adequadamente a sua opgao.

T, =X ; TZ:%(2X1—X2+3X4+2X5)

Resolucao:

X
a) X ~>PQ): fylx)= — e x =0,1,2,...
x!
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Como a fungdo é regular no sentido de Cramer-Rao (é duplamente
diferencidvel e os limites de variagdo nao dependem do paradmetro a estimar) pode
aplicar-se o método de maxima verosimilhanga. Assim,

2 %
Al —ni

X o
L) =T[% ¢t =
TR | Eh

i

log LX) = Y, x; logh — Y log x;! — nA
i i

dlogl0) L,

MzO = inl—n=0 & Yx-nh=0 &

d\ A ;
o 1 _ . .
& A=—>Yx =X (estimativa)
. 1 _ .
A=—>X =X (estimador)
n

i
Calculo do valor da estimativa

izlin=x=4+3+022+l+l _ 1.83333
no

b) Estimadores Consistentes?

i) Andlise do enviesamento

1. Casode Tj

Para que seja um estimador nao enviesado devera ter-se E [A] = A . Sendo

E[A] = E[l ix,} _ 1 E[ X,} =
niz1 i

1 1 &
- LY EX]= -3 fnx_x
n: n ;2

l=

(e

T constitui assim um estimador centrado ou nio enviesado para L = A
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2, Casode T»

Identicamente, deverd ter-se E [T,] = 1 = A. Porque

E[T,] = E[é(le ~ X, + 3X, + 2X5)] =

= é(2E [X] - E[X,] + 3E [X4] + 2E [Xs]) =

1 6
=g(2u—u+3u+2u)=?”=u

T> constitui assim um estimador centrado ou ndo enviesado para | = A
i) Anélise da consisténcia

1. Casode Tj

Para que seja consistente ou coerente, deverd ter-se  lim V [A] = 0, desde
n—>+o

que o estimador seja ndo enviesado. Ora

VG =V x]—v[ g ] lzv[lzxi]:

n i=1

1 & 1 & 1 A
= TZIV[XI] = Ty 27\/ :727’17\4 =
1=

n n- =1 n n

. A .
Sendo que lim — — 0 e por se tratar de um estimador centrado podemos
n

afirmar que o estimador € consistente.

2. Casode Tp
Var[75] = Var [é (2X; - X5 +3X, + 2X5)] =
= 3—16(4Var [X;] + Var[X,] + 9Var [X4] + 4Var [X5] ) =
I8 _ A
2

:i(4k+7L+97»+47»):——
36 36
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A . . . 2 .
Porque hmE # 0, pode concluir-se que o estimador 7> ndo é consistente.

Em conclusio, face a estes resultados, poder-se-ia concluir nesta fase que o
melhor estimador para a média da populagdo é T;.

Exercicio 3

Obtenha através do método de méaxima verosimilhanca e da amostra que se
segue, uma estimativa do pardmetro da distribui¢cdo exponencial.

4;3;2;0;3;0

Resolucao:

Obtenha-se em primeiro lugar a fung@o de verosimilhanca com base no produto
das fun¢des densidade exponencial.

Funcdo densidade da varidvel com distribui¢do exponencial:

n

n n LY x
LW =Tl @) =T[re*5 =" e =

i=1 i=1

Dado tratar-se de uma funcgéo regular no sentido de Cramer-Rao, pode aplicar-
se o método de maxima verosimilhanga.

Aplique-se a fun¢do logaritmo a funcdo de verosimilhanga para facilitar
posteriormente a derivada.
—7\, ixi —7\, ix,-
log LAA) =log |[AX' e =t log X' +loge =1 =

n
nlogh—-X% Y x

i=1
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Derive-se agora em ordem a A e iguale-se a derivada a zero.

dlogL(k): 1 ix _ 0 -
d \ L5
o ni—g‘,x o
rooS
n
2 X
o L= PN
A n
X
Xj

n

1

1

Logo com base na amostra dada tem-se o seguinte valor para a estimativa do

parametro:
ol 6 _ 6 s
X 44+3+2+0+34+0 12

A

Exercicio 4

Seja (X1, X2, ..., X;;) uma amostra aleatéria extraida de uma populagio com

funcdo densidade da forma:

2 —x/\
%, x>0 . 7\.>O
flx) = 2K
0 ; c.C.

a) Identifique o estimador de maxima verosimilhanca do parimetro desconhe-

cido, com base na amostra aleatdria.
b) Classifique o estimador, ao nivel de enviesamento e consisténcia.
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Resolucao:

a) Obtenha-se em primeiro lugar a fung¢do de verosimilhanga com base no produto
das fung¢des densidade.

1

n n xze_xi”” 1 I
L) =TI fx,() =11 :[ ) [
i=1

n
n 2 —2)(1'/}\,
x; | e =1
3 l
=1 2A =1 )

Tratando-se de uma funcdo regular segundo Cramer-Rao, aplique-se a fun¢édo
logaritmo a funcdo de verosimilhanca para facilitar posteriormente a derivada.

1 - 2 —ixi/k
. x| e i=t -
e (1]

Xi

log L (M)

Il
—_
©}

0Q

M=

1
A

3 < ‘
—nlog(2X\’) + 2.2110gxl~ -1

1

Derive-se agora em ordem a A e iguale-se a derivada a zero.

n

> %

dlog LN _ 3 5 L, o
d A A A2

n
S —-3InA+ 3Yx =0 &
i=1

(estimativa)

W W=

(estimador)

b) Em funcdo do resultado anterior ficamos a saber que o estimador correspon-

dente é 71 = %
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1. Enviesamento

n(3\) _

n

n
E(}?):iZE(XI-)z 3N,
ni=1
uma vez que E [X] = 3A, tratando-se de uma distribui¢do Ga (3, A). Assim,

E) :%E(f() =2,

ou seja, A constitui um estimador néo enviesado ou centrado para A.

2. Consisténcia

Atendendo a que V[X] = 3%,
' . 1 - 1 W
lim V) = o lim ViX) = — 2 V(X)) = lim , = 0.

2
n— oo n— oo 9n i=1 n — oo 3n

Conclui-se assim que A é um estimador consistente para A .

Exercicio 5

Considere a varidvel aleatéria X com a seguinte func¢io densidade

6+3x5/3;
3

0<x<1 , a>0

fx ) =

Estime com base numa amostra aleatéria de tamanho n, através do método de
mdxima verosimilhanga o parametro 9.

Resolucao:

Como a funcdo € regular no sentido de Cramer-Rao pode aplicar-se o0 método
de maxima verosimilhanca.
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20

5.3y (2 3/3
log L (8) = log (;)(Hxl] =

n
= nlog(d+3)—nlog3 + 2210gxl~
i=1

dlogL (d) _ B I
s =5 [n log (8 + 3) — nlog3 + 3 lzllogx

n 1 &
= + — ) logx;
§+3 351 B
n
dlogL(S):O - n +l210gxi=() o
dd 6+3 3.5

n
e 3n+0B+3)Ylogy; =0 &
i=1

& 8+ 3) Y logx;

=-3n o
i=1
& 8+3 = n_i &
Y log x
i=1
s &= n_ n__y
ZIng
S = n_ 3n — 3 (estimativa) e S n_ 3n
Y log x; 2 logX;
i=1 i=1

)

— 3 (estimador)
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