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Prefácio 

 

 

 

Na sequência do volume I surge agora o volume II de Exercícios de Estatística, 
necessariamente mais virado para a Inferência Estatística. 
 

A Estatística pretende fundamentalmente concluir sobre a população ou 
populações em estudo, em aspectos variados como sejam, a título de exemplo: 
 
� determinação de estimativas (pontuais ou regionais) de parâmetros 

desconhecidos; 

� estabelecer relações de ordem entre parâmetros desconhecidos de duas ou 
mais populações; 

� fazer Previsões para uma determinada variável. 
 

Este volume II tenta acompanhar tais desígnios. 

Usando uma perspectiva traçada no volume I, estamos seguros de que pode ser 
uma boa contribuição para o domínio desses aspectos. 

 

Os autores 
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Exercício 1 

Sabendo que certa população tem distribuição Binomial, com parâmetro p 
desconhecido, obtenha o estimador de máxima verosimilhança de p, com base 
numa amostra aleatória de dimensão n, ( nXXX ,...,, 21 ), dela obtida. Proceda à 

análise do estimador. 

 

Resolução: 
 

Pode aplicar-se o método de máxima verosimilhança dado tratar-se de uma 
função regular segundo Cramer-Rao (é duplamente diferenciável e os limites de 
variação não dependem do parâmetro a estimar). 
 
1. Obtenção do estimador 
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Logaritmizando a função de verosimilhança, tem-se: 
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Derivando em ordem ao parâmetro, 
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Igualando a zero, tem-se, após eliminar denominadores, 
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2. Análise do estimador 
n

X
p =ˆ  

i) Não enviesamento 
 

Um estimador diz-se não enviesado ou centrado, desde que E [ θ̂ ] = θ. Conse-
quentemente, 
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Assim, pode dizer-se que θ̂  é um estimador não enviesado para p. 
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ii) Coerência ou consistência 
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Por ser não enviesado e por verificar a condição anterior, diz-se que 
n

X
 é um 

estimador coerente para p. 

 

 

 

Exercício 2 

a) Obtenha, através do método de máxima verosimilhança, com base na 
informação contida na amostra (4, 3, 0, 2, 1, 1), uma estimativa do 
parâmetro desconhecido da distribuição Poisson. 

 
b) Dessa população extraiu-se uma amostra aleatória ( )521 ,...,, XXX . 

Escolha, entre os dois estimadores seguintes, o mais adequado para estimar 
a média ( )µ da população. Justifique adequadamente a sua opção. 
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Resolução: 
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Como a função é regular no sentido de Cramer-Rao (é duplamente 
diferenciável e os limites de variação não dependem do parâmetro a estimar) pode 
aplicar-se o método de máxima verosimilhança. Assim, 
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Cálculo do valor da estimativa 
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b) Estimadores Consistentes? 
 
i) Análise do enviesamento 
 

1. Caso de 1T  

  Para que seja um estimador não enviesado deverá ter-se λ=λ]ˆ[E . Sendo  
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  1T  constitui assim um estimador centrado ou não enviesado para µ = λ 
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2. Caso de 2T  

  Identicamente, deverá ter-se λ=µ=][ 2TE . Porque  
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  2T  constitui assim um estimador centrado ou não enviesado para µ = λ 

 
 
ii)  Análise da consistência 
 

1. Caso de 1T  
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  Sendo que 0lim →λ
n

 e por se tratar de um estimador centrado podemos 

    afirmar que o estimador é consistente. 

 
 

2. Caso de 2T  
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  Porque 0
2

lim ≠λ
, pode concluir-se que o estimador 2T  não é consistente. 

  Em conclusão, face a estes resultados, poder-se-ía concluir nesta fase que o  
    melhor estimador para a média da população é 1T . 

 

 

 
 

Exercício 3 

Obtenha através do método de máxima verosimilhança e da amostra que se 
segue, uma estimativa do parâmetro da distribuição exponencial. 
 

4; 3; 2; 0; 3; 0 

 
Resolução: 
 

Obtenha-se em primeiro lugar a função de verosimilhança com base no produto 
das funções densidade exponencial. 
 

Função densidade da variável com distribuição exponencial: 
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Dado tratar-se de uma função regular no sentido de Cramer-Rao, pode aplicar-

se o método de máxima verosimilhança. 
 

Aplique-se a função logaritmo à função de verosimilhança para facilitar 
posteriormente a derivada. 
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Derive-se agora em ordem a λ e iguale-se a derivada a zero. 
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Logo com base na amostra dada tem-se o seguinte valor para a estimativa do 

parâmetro: 
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Exercício 4 

Seja ( )nXXX ...,,, 21  uma amostra aleatória extraída de uma população com 

função densidade da forma: 
 

( )







>λ>

λ=

λ−

..;0

0,0;
2 3

/2

cc

x
ex

xf

x

 

 

a) Identifique o estimador de máxima verosimilhança do parâmetro desconhe-
cido, com base na amostra aleatória. 

 
b) Classifique o estimador, ao nível de enviesamento e consistência. 
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Resolução: 
 
a) Obtenha-se em primeiro lugar a função de verosimilhança com base no produto 

das funções densidade. 
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Tratando-se de uma função regular segundo Cramer-Rao, aplique-se a função 
logaritmo à função de verosimilhança para facilitar posteriormente a derivada. 
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Derive-se agora em ordem a λ e iguale-se a derivada a zero. 
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b) Em função do resultado anterior ficamos a saber que o estimador correspon-

dente é 
3

ˆ X=λ . 
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1. Enviesamento 
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uma vez que E [X] = 3λ, tratando-se de uma distribuição Ga (3, λ). Assim, 
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ou seja, λ̂ constitui um estimador não enviesado ou centrado para λ. 

 
 
2. Consistência 
 

Atendendo a que V [X] = 3 2λ , 
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Conclui-se assim que λ̂  é um estimador consistente para λ . 

 

 

 
 

Exercício 5 

Considere a variável aleatória X com a seguinte função densidade 
 

( ) 0,10;
3

3 3 >α≤≤+δ= δ xxxfX  

 
Estime com base numa amostra aleatória de tamanho n, através do método de 

máxima verosimilhança o parâmetro δ. 

 

Resolução: 
 

Como a função é regular no sentido de Cramer-Rao pode aplicar-se o método 
de máxima verosimilhança. 
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